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“Pero existe una clase de controversia que, por la misma naturaleza del lenguaje y de las ideas
humanas, estd envuelta en una ambigiiedad permanente y no puede nunca —ni a través de
salvaguardas ni a través de definiciones— llegar a alcanzar una certeza o precision razonables.
Se trata de las controversias que se refieren a los grados de cualquier cualidad o circunstancia.
Los humanos pueden discutir eternamente si Anibal es un gran hombre o si es un muy gran
hombre o superlativamente grande; pueden discutir qué grado de belleza poseia Cleopatra, qué
epiteto elogioso se puede conceder a Tito Livio o a Tucidides, todo ello sin llevar la controversia
a ninguna conclusién. Los oponentes pueden estar de acuerdo aqui en el sentido que dan a sus
palabras y en desacuerdo en los términos que usan, o al revés; con todo nunca serdn capaces
de definir sus términos, de forma que puedan penetrar el significado de los demds. Eso es asi
porque los grados de estas cualidades no son como la cantidad o el nimero, susceptibles de una
exacta medicion, que pueda servir de patrén en la controversia.”

David Hume



RESUMEN

En el presente trabajo exponemos las diferentes interpretaciones filoséficas de las
probabilidades, asi como la caracterizacion matematica de la teoria de las probabilidades
propuesta por Kolmogorov. También presentamos los fundamentos matematicos de la 16gica
difusa desde la teoria de reticulos y desde la teoria de conjuntos para desarrollar la teoria de la
evidencia como marco general y comparar dos casos particulares: la teoria de las probabilidades
y la teoria de las posibilidades. Aunque éstas tienen un marco comun tienen diferencias
importantes. La primera es una medida aditiva, la probabilidad; en cambio, la segunda no es
aditiva y estd basada en dos tipos de medidas: medidas de necesidad y medidas de posibilidad.
Las medidas de posibilidad, necesidad y probabilidad son independientes unas de otras, excepto
cuando el elemento focal es unitario.



INTRODUCCION

El estudio de las teorias de la probabilidades es un camino apasionante que nos lleva a
practicamente todas las ciencias contempordneas y a casi todas las actividades del hombre.
Desde la prediccion del tiempo por el ciudadano comun hasta la experimentacion cientifica

hacen uso de las probabilidades para realizar prondsticos o evaluar hipétesis.

Podriamos afirmar sin temor a equivocarnos que entender el mundo de hoy sin las
probabilidades o la estadistica es casi imposible. El uso de la estadistica en la fisica cuéntica,

medicina, ciencias sociales o la bolsa de valores hacen que casi reverenciemos esta disciplina.

La Modernidad nos ensefié a ver el mundo bajo el Determinismo y la busqueda de leyes
universales. Sin embargo, luego fuimos comprendiendo que la realidad era mucho mas compleja
y que la incertidumbre era una caracteristica intrinseca de la Naturaleza y de la vida social del

hombre.

A partir de este momento la cuantificacién de la incertidumbre jugaria un papel importante en
la ciencia, y aunque el ser humano desde las civilizaciones antiguas se habia cuestionado en
torno al azar, éste estaba asociado a los juegos y era un conocimiento empirico. La teoria de las
probabilidades al dedicarse al estudio y cuantificacion de la incertidumbre se convierte en una

de las dreas mds importantes de las matemadticas puras y aplicadas.

Sin embargo, la ciencia siempre trata de extender sus fronteras del conocimiento y la
incertidumbre no sélo estd presente en el mundo fisico o social, sino ademds se origina
por la imprecision de la informacion o de los modelos que tengamos. La pregunta que nos
hacemos ante esta situacion es si la teoria de las probabilidades puede cuantificar este tipo de

incertidumbre o si se necesita otro paradigma para esta problemaética.

El nacimiento de la l6gica difusa permiti6 el desarrollo del aparato matematico para modelar
la vaguedad como un concepto opuesto a la exactitud. Desde esta perspectiva surge la teoria
de las posibilidades para cuantificar la incertidumbre como contraparte de la teoria de las

probabilidades.



A la luz de lo anterior, consideramos que es necesario comprender las diferentes
conceptualizaciones que existen en torno a la teoria de las probabilidades, asi como su
caracterizacion matemadtica y estudiar las similitudes y diferencias con la teoria de las

posibilidades.

Para ello pretendemos realizar una indagacion bibliogrifica que nos permita exponer los

presupuestos de ambas teorias, sus fundamentos matemaéticos y el &mbito de aplicacidn.
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Capitulo 1

Teoria de las Probabilidades

1.1. Introduccion

El cédlculo de las probabilidades tiene sus origenes con el juego de azar para estudiar
sucesos aleatorios, caracterizados porque nuestras predicciones pueden fallar ya que aparece
la incertidumbre. Los griegos, romanos y egipcios plantearon problemas empiricos respecto al

azar con las tabas (juego antiguo), sin embargo no se desarrollé una teoria.

En el siglo XVI es donde aparece el estudio de las probabilidades con Gerolamo Cardano.
Este matematico y médico italiano en su obra Liber de Ludo Aleae resolvié varios problemas
del &nalisis combinatorio. Otros matematicos como Kepler y Galileo se refirieron a las

probabilidades, pero su aporte no es bastante significativo.

El desarrollo de la teoria de las probabilidades surge verdaderamente en el siglo XVII en el
Renacimiento francés. En esta época es donde aparecen las contribuciones mds importantes
de los cientificos franceses en el dominio de las matematicas puras y aplicadas. Sobresalen
los nombres de Laplace, Pascal y Fermat quienes son considerados como los pioneros de las

probabilidades.

Entre los personajes que hacen aportaciones a las probabilidades es necesario mencionar a
Christian Huygens, quien sistematiza las proposiciones surgidas de los problemas planteados

por Pascal y Fermat ya que tuvo correspondencia con éstos. Su libro Del Calculo en los Juegos



de Azar fue el primero que se publicé sobre el cilculo de las probabilidades y tuvo una gran

influencia sobre otros matematicos.

Otros personajes destacados fueron Leibniz, quien se percatd de la importancia de las
probabilidades; James Bernoulli que mantuvo correspondencia con Leibniz y demostré el
Teorema de Bernoulli; Abraham de Moivre que realizé importantes aportes y demostrd el
teorema que lleva su nombre y Thomas Bayes que fue el primero en utilizar la probabilidad

en el razonamiento inductivo.

El nombre de Pierre Simon Laplace requiere un apartado especial pues es uno de los personajes
mas importantes en la historia de las probabilidades y es el primero que crea escuela sobre
una de las concepciones para el cédlculo de las probabilidades. La principal obra de Laplace
Teoria Analitica de las Probabilidades, publicada en Paris en 1812, contiene reflexiones sobre la
epistemologia de las probabilidades y el método de los minimos cuadrados. Luego de Laplace,
la teoria de las probabilidades no tuvo grandes avances hasta el siglo XIX donde hubo la

necesidad de examinarla de manera critica y formal.

1.2. Las concepciones filoséficas de la probabilidad

Antes de abordar las distintas concepciones filoséficas de la probabilidad, definamos algunos

conceptos fundamentales.

Definicion 1.2.1 Un experimento aleatorio es caracterizado por dos propiedades:

1. La repeticion del experimento bajo idénticas condiciones generalmente tiene diferentes

resultados;

2. Los posibles resultados del experimento son conocidos.

Definicion 1.2.2 Un posible resultado e de un experimento aleatorio es llamado un suceso

elemental.



Definicion 1.2.3 El conjunto de todos los sucesos elementales es llamado espacio muestral.

Un espacio muestral es discreto si es un conjunto finito o un conjunto contable infinito.

Definicion 1.2.4 Un suceso aleatorio A es un conjunto del espacio muestral.

1.2.1. La teoria clasica de las probabilidades

La teoria cldsica parte de la suposicion que existe una simetria entre los distintos resultados
posibles de un experimento aleatorio. Esto significa que si los posibles sucesos elementales
son eg,e;...ey, entonces la probabilidad P(e;) = P(ez) = ...P(ey,). Dado que todos los sucesos

elementales componen el espacio muestral tenemos que:
" 1
i1 Plei) =1y Plei) =~
Para cualquier suceso aleatorio A entonces:

P(A) = ntiimero de casos favorables al suceso A

ndmero de casos posibles

Algunos autores caracterizan la teoria clasica de diferentes formas. Fine, por ejemplo, la
caracteriza a través del principio de la razén insuficiente, es decir, la equiprobabilidad de los
sucesos sucede por la falta de razén que favorezca a un suceso en vez de otros. Contrario a esto,
Keynes considera los sucesos equiprobables a través del principio de la razén suficiente cuando

la informacion que se tiene esta equilibrada.

La teorfa cldsica define la probabilidad de acuerdo a los trabajos de Laplace. Esta definicién
también puede obtenerse a través de la definicion axiomadtica de la probabilidad propuesta por
Kolmogorov. En este sentido, Maurice Boudot sefiala que: "La axiomatizacion del cdlculo de
probabilidades propuesta por Kolmogorov no es mds que una traduccion a un lenguaje riguroso

de los principios sobre los que Laplace fundaba la teoria cldsica de las probabilidades" [2].

Existen muchos experimentos aleatorios que no cumplen con la condicién de simetria, ademas

de ser atacada desde el punto de vista 16gico y de sus aplicaciones.



1.2.2. Teoria frecuencial

Las dificultades précticas de la teoria clasica evidenciaron que era insuficiente la definicién de
probabilidad que ésta planteaba. El hecho de que muchos experimentos aleatorios no cumplen
con la condicién de simetria llevo a una definicion constructiva de la probabilidad de un suceso
como el limite de su frecuencia relativa cuando el nimero de pruebas tiende al infinito.

nA

P(A) = lim f4 = lim — (1.1)

n—soo n—o n
Esta teoria tiene sus origienes con John Locke en su obra Ensayo Sobre el Entendimiento
Humano cuando habla del argumento probable. Su mds importante exponente fue Von Mises
para quien la probabilidad de un suceso queda determinada de manera empirica al realizar un
gran ntimero de pruebas del experimento y examinar la frecuencia relativa. La definicion de

probabilidad de la teoria frecuentista también es criticada desde el punto de vista matematico.

1.2.3. Teoria logicista

Sabemos que un experimento aleatorio (fendmeno) es intrinsicamente incierto. Bajo las mismas
condiciones se obtienen resultados diferentes por lo que la prevision de eventos es incierta, lo
que en parte genera incertidumbre. Como manera de medir esta incertidumbre tendriamos a la
probabilidad. El modelo probabilistico que surge implica una nueva incertidumbre asociada a

la validez de la informacion y del modelo.

Esta incertidumbre estd acotada a un conjunto de resultados posibles. Estos resultados pueden
ser ponderados segun la evidencia empirica disponible o segin el criterio subjetivo de cada
individuo. En el primer caso hablamos de la interpretacion logica de la probabilidad y en el
segundo caso de interpretacion subjetiva. Las teorfas logicistas de la probabilidad ofrecen un

marco apropiado para modelar esa incertidumbre.

La idea de combinar la l6gica y la probabilidad puede paracer contradictoria en un primer
momento. La légica se ocupa de verdades absolutamente ciertas y de inferencias, mientras que

la probabilidad estudia fenémenos bajo incertidumbre. Sin embargo, la teoria de la probabilidad



es una extension de la logica cldsica. La logica ofrece una perspectiva cualitativa de la

inferencia; en cambio, la probabilidad ofrece una perspectiva cuantitativa.

La interpretacion logicista de la probabilidad parte de la relacién que existe entre dos
proposiciones: hipétesis y evidencia. La probabilidad es el grado de creencia racional y objetivo
en una hipétesis en la medida en que ésta es avalada por la experiencia o evidencia. Se
necesita de un individuo que pondere la fuerza de la evidencia haciéndola equivaler a un
grado de probabilidad. Aunque este proceso es arbitrario muchos autores han propuestos su

axiomatizacion.

El iniciador de las teorias logicistas fue John Maynard Keynes quien en su obra A Treatise
on Probability desarroll6 el concepto de probabilidad 16gica. Otros autores importantes fueron

Rudolf Carnap, Harold Jeffreys y B. Koopman.

1.2.4. Teoria subjetivista

En la teoria subjetivista el concepto de probabilidad no necesita de realizar pruebas de un
experimento aleatorio, ni de estabilidad de las frecuencias sino que la probabilidad queda
determinada por el grado de creencia de las personas. Esta probabilidad serd distinta para
personas diferentes porque tendran distinta informacién sobre cualquier hipétesis en particular,

y por tanto, evaluardn esta informacion de manera diferente.

Algunos autores como John Maynard Keynes, L.J. Savage y Bruno de Fineti han realizado
axiomaticas para la teoria subjetivista. En particular, De Finneti elabora un sistema axiomatico

puramente cualitativo que cumple con los axiomas de la probabilidad matemética.

1.2.5. Teoria matematica

En 1933 el matematico ruso Kolmogorov axiomatizé las probabilidades estableciendo las
condiciones minimas para que una funcién P nos permita hallar probabilidades. Esta funcién

estard definida en un espacio medible {Q, <7}, donde Q es el espacio muestral y <7 es un o-



algebra, esto es, una familia de sucesos A cerrada bajo la unidn, interseccién y complemento.

La probabilidad P es una funcién numérica que tiene como dominio el conjunto <7 y como

rango el intervalo [0, 1], siendo tal que los valores P(A) VA € <7 cumplan los siguientes axiomas:
1. VAe o/ ,P(A) > 0;
2. P(Q)=1;

3. Para cualquier sucesion finita de sucesos mutuamente excluyentes, se cumple:

P(UiL1A) = XL, P(A)

La tripleta {Q, <7, P} definen un espacio de probabilidad.

Las definiciones de probabilidad dadas por las teorias cldsica, frecuentista y subjetivista no

contradicen estos axiomas. Estas definiciones son casos particulares de la teoria axiomatica.

1.2.6. Interpretaciones de la probabilidad

La axiomatizacion dada por Kolmogorov es bastante ortodoxa siendo consistente (no
contradictoria) con muchas de las conceptualizaciones de las probabilidades; sin embargo, para
otras conceptualizaciones esto no es asi. Podriamos decir que existen varias interpretaciones de

la probabilidad de acuerdo a la teoria que hallamos elegido.

De manera general existen tres interpretaciones de la probabilidad de acuerdo a la Stanford

Encyclopedia of Phylosophy [10]:

1. Un concepto quasi-légico que mide las relaciones entre una evidencia objetiva y una
hipétesis. Por ejemplo: A la luz de importantes informaciones geologicas y sismologicas,

es probable que Reptiblica Dominicana experimente un importante sismo esta década,

2. El grado de confianza o de creencia de un individuo. Por ejemplo: No estoy seguro que

lloverd, pero es probable;



3. Un concepto objetivo que se aplica a la realidad, independientemente del sujeto. Por

ejemplo: Un dtomo de radio decaerd en 10,000 aiios.

1.3. Aplicaciones y limitaciones a la teoria de las

probabilidades

1.3.1. Aplicaciones de la teoria de las probabilidades

La teorfa de las probabilidades tiene un sin ndimero de aplicaciones en la ciencia. La
probabilidad (disciplina tedrica) y la estadistica (ciencia empirica que se encarga del estudio
de la coleccidn, organizacién, andlisis e interpretacién de datos) sirven como base para
realizar experimentos, estimaciones y mediciones en las distintas dreas del saber cientifico.
Practicamente todas las actividades del hombre utilizan la estadistica: fisica, medicina,

negocios, ingenieria, politica, agricultura, computacion, etcétera.

El uso de las probabilidades y la estadistica ha ganado bastante terreno en el campo social,
aplicidndose en la economia en el estudio de series de tiempo de variables econdmicas; en
la psicologia para la construccidon de tests psicoldgicos y en sociologia cuando abordamos
problemas de colectividades humanas, la representacion y el muestreo son de capital

importancia.

Aunque es innegabable el uso de las probabilidades y la estadistica a las actividades humanas,
la Fisica es la ciencia que mds se ha beneficiado de esta disciplina. Como sefial6 Francis
Edgeworth en su discurso pronunciado ante la Royal Statistical Society en 1912: "La estadistica

reina y se deleita en el corazon de la fisica". [5]

Muchos fenémenos fisicos y propiedades de la materia a nivel microcéspico son bien descritos
por la mecdnica cldsica, la mecanica cudntica o el electromagnetismo, mientras que a nivel
macrocésmico son descritos por la termodindmica. A partir de los principios de la estadistica y
de la fisica podemos estudiar la relacion entre el nivel micro y macro de los fendmenos fisicos,

disciplina conocida como fisica estadistica o0 mecdnica estadistica.



La fisica estadistica tiene su origen con la teoria cinética de los gases la cual trataba de explicar
el comportamiento de los gases a partir de que las moléculas obedecian a leyes de la mecénica
cldsica. A partir de la teoria cinética de los gases se comprendié el comportamiento de los
gases ideales y correcciones a los gases reales; se descubri6 la distribucién de Maxwell, que
es la distribucién de velocidades de las particulas de un gas en equilibrio, y se encontrd los

coeficientes de transporte en un gas.

La teoria cinética alcanz6 su punto mds alto con los trabajos de Boltzmann quien generalizé
la distribucion de Maxwell al caso de gases poliatomicos, ademds de tener en cuenta la
presencia de fuerzas externas. A pesar de su fundamentacion, algunos cientificos criticaron
la base molecular de la teoria cinética y algunos aspectos de los trabajos de Boltzmann. Estas
criticas, sin embargo, fueron refutadas de manera definitiva con la explicaciéon del movimiento

browniano dada por Einstein.

La teoria cinética era de complicada extension a los sistemas no mecanicistas (por ejemplo,
los sistemas magnéticos) y los sistemas cuanticos. Gibbs desarroll6 en 1902 su teoria de las
colectividades que viene a ser el marco en que se desarrolla la fisica estadistica, estudiando
cualquier sistema macroscopico si de manera suficiente y necesaria estdn definidos sus

componentes microscOpicos y sus interacciones.

1.3.2. Limitaciones de la teoria de las probabilidades

Muchos sistemas dindmicos de la Fisica pueden describirse mediante sistemas elementales
de ecuaciones y en casos mds complejos se requiere el uso de coordenadas generalizadas
(velocidades generalizadas, aceleraciones generalizadas), tal es el caso de un sistema mecanico
conservativo (sistema hamiltoniano). Estos sistemas son aislados y tienen propiedades ergddicas
lo que permite estimar las funciones de fases del sistema. Una funcién de fase es una funcion
P(q1,92,-.-,qn), donde q1,q2, ...,q, son las coordenadas del sistema y P es el punto asociado al
estado inicial del sistema, es decir, el punto que representa el estado del sistema. Al conjunto

de estados se le llama estado de fase del sistema.



Para muchos sistemas la estimacion de funciones de fase puede ser sencilla, aunque para otros
surgen dificultades de tipo tedrico y practico debido a la gran cantidad de grado de libertad y
componentes del sistema. S6lo en los sistemas aislados podemos determinar la trayectoria de
un punto en el espacio de fase debido a que su energia mecdnica total serd constante y todas las

trayectorias posibles estardn sobre una superficie de energia constante dada. [3]

En otras palabras, existen sistemas dindmicos, no adaptativos y evolutivos (no complejos) y
sistemas dindmicos complejos adaptivos y evolutivos. Los sistemas no complejos, es decir, los
sistemas aislados, estdn determinados por su estado previo y no reaccionan a variaciones de su
entorno lo que posibilita denominar como “leyes universales” a las transiciones entre estados

determinadas por el previo.

En cambio, los sistemas complejos no son determinados por su estado previo, sino
condicionados por lo que reaccionan a variaciones de su entorno adaptativa y evolutivamente lo

que impide establecer “’leyes universales” para las transiciones entre estados presentes y futuros.

La teoria de las probabilidades explica bastante bien los sistemas aislados (cerrados),sin
embargo existen sistemas abiertos (sistemas que tienen propiedades no ergddicas) que no
pueden explicarse a partir de esta teoria. Tales sistemas estdn siendo abordados por una nueva
estrategia de indagacion denominada Ciencias de la Complejidad. Asimismo, ha surgido un
nuevo enfoque el cual constituye una extension de la 16gica difusa, la teoria de las posibilidades,
que nos permite razonar y tomar decisiones en situaciones de incertidumbre que sirve para

estudiar dichos sistemas y que merece nuestra atencion.

El padre de la logica Difusa, Lofti Zadeh, criticé la teoria de las probabilidades desde su
fundamento, la 16gica aristotélica, sefialando que la bivalencia de la estructura conceptual de
la teoria de las probabilidades estd en conflicto con la realidad donde todo es cuestion de grado.
Ademads indico6 la falta de conceptos robustos en la teoria de las probabilidades, los cuales no

son bivalentes como por ejemplo la independencia de sucesos [12].



Capitulo 2

Logica Difusa

2.1. Fundamentos de la légica difusa

La l6gica es el estudio de la validez de un argumento. La 16gica cldsica o bivalente que fue
la desarrollada por Aristételes reconocia sélo los valores de verdad verdadero o falso para
cualquier proposicion. En 1920 Jan Lukasiewicz propuso una logica trivalente para incluir
proposiciones que no son verdaderas ni falsas. Luego a inicios de 1930 desarroll6 una l6gica de

infinitos valores y tras ese esfuerzo se han desarrollado las l6gicas polivalentes o multivaluadas.

En 1965 Lofti Zadeh desarroll la teoria de conjuntos difusos y la logica difusa que es una
légica polivalente que le asigna a una proposicion grados de verdad. Zadeh la definié como
“un sistema que proporciona una via natural para tratar los problemas en los que la fuente de

imprecision es la ausencia de criterios claramente definidos de tipos de pertenencia”.

La 16gica difusa puede caracterizarse por ser una logica polivalente especial que aborda el
fenémeno de la vaguedad, desarrollando el aparato matemadtico para su modelizacion a través
de grados de verdad en correspondencia con una escala ordenada. La l6gica difusa trata de

preservar muchas propiedades de la 16gica clésica. [8]
La vaguedad es un concepto opuesto a la exactitud que nace de la forma como vemos el mundo

y los fendmenos. La conceptualizacion de las ideas se realiza por medio de una idealizacion,

sin embargo la realidad desborda cualquier aproximacion conceptual que tengamos sobre ella.

10



Por ejemplo, podemos distinguir los pequeiios nimeros de los grandes nimeros, pero no
podemos afirmar sin ambigiiedad si cada numero es pequeio o no. La propiedad “pequefio”

es vaga y tiene que definirse por referencia a un contexto.

2.1.1. Logica difusa vista desde la teoria de reticulos

La légica difusa estd sustentada en la teoria de reticulos y es isomorfa a la teoria de conjuntos

difusos como veremos mds adelante. Veamos algunas nociones de ambas teorias.

Definicion 2.1.1 Un conjunto parcialmente ordenado (X,<) es un reticulo si en cada par
de elementos x.,y, el subconjunto {x,y} € X, tiene un supremo y un infimo, denotado

respectivamente por sup{x,y} e inf{x,y}.
Algunos ejemplos de reticulos son:
1. (R,<).Paracadax,y € R, el sup{x,y} = max{x,y} y inf{x,y} = min{x,y}

2. Si S es un conjunto y Z(S) el conjunto potencia de S, entonces Z(S) con la relacion C,
en el cual el supremo de dos subconjuntos A 'y B de &?(S) esAUB y el infimo ANB es

un reticulo.

Esta definicion de reticulo fundamentada en un conjunto parcialmente ordenado, es equivalente

a otra de tipo algebraico.

Definicion 2.1.2 Dado un conjunto X y dos operaciones binarias, denotadas respectivamente
por V' y A, que cumplen con las siguientes propiedades para cualquier x,yy z € X:

1. Idempotencia

xVx=x

XAX=Xx

2. Conmutatividad

xVy=yVx
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XANYy=YyAx

3. Asociatividad
xV(yVz)=(xVy)Vz
xAN(yAz)=(xAy)Az

4. Absorcion
xV(xAy)=x
XA (xVy)=x

Observacion: En inglés se utilizan las palabras meet para A y join para V.

Teorema 2.1.1 Dada una estructura algebraica (X,V,\) tales que 'y N\ cumplan con las
propiedades de conmutatividad, asociatividad, idempotencia y absorcion. Entonces la relacion
< en X definida por x <y si y solo si x\Vy =y es un orden parcial. Para cada par de
elementos x,y € X exite el supremo y el infimo donde el sup{x,y} =xVyyelinf{x,y} =xAy.
Inversamente, en un conjunto parcialmente ordenado (X,<) en el cual para cada par de
elementos existen el supremo y el infimo, si definimos las operaciones x\'y = sup{x,y} y
el x\y = inf{x,y} se obtiene una estructura algebraica que satisface las propiedades de

conmutatividad, asociatividad, idempotencia y absorcion.

Este teorema demuestra la equivalencia entre el reticulo del conjunto parcialmente ordenado

(X,<) y el reticulo del conjunto (X,V,A).

Definicion 2.1.3 Un reticulo estd acotado si tiene cota superior y cota inferior.

Los sistemas logicos son teorias abstractas. [1] Estos sistemas son isomorfos a estructuras
algebraicas. Por ejemplo, la 16gica proposicional basada en un conjunto finito de variables

légicas es isomorfa a la teoria de conjuntos finitos. Ademads, ambos sistemas son isomorfos
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a un dlgebra booleana finita. [7]

En el caso del reticulo acotado, éste es isomorfo a una logica que obedece a las mismas
operaciones del dlgebra del reticulo. Es decir, el reticulo acotado define un dlgebra isomorfa a
la 16gica difusa [0]. Este isomorfismo garantiza que los axiomas en un sistema sean tautologias
en el otro sistema. Lo anterior quiere decir que podemos realizar operaciones logicas como

operaciones algebraicas.

El reticulo se puede denotar por X = (X, F,T,V,A) donde:
X Universo

T Supremo

F Infimo

A Conjuncién

V Disjuncién

Ahora veamos algunos elementos de la teoria de conjuntos difusos.

2.1.2. Ldgica difusa vista desde la teoria de conjuntos

Como sefialamos anteriormente existe un isomorfismo entre la 16gica difusa y el dlgebra de un
reticulo acotado. También existe un isomorfismo entre la 16gica difusa y la teoria de conjuntos
difusos lo que implica que las operaciones logicas tienen sus correspondientes operaciones en

la teoria de conjuntos difusos.

Conjuntos Difusos
Un conjunto A es una coleccién de objetos de un universo X, donde se puede especificar los
objetos que pertenecen o no a la coleccién. Los objetos X que pertenecen a la coleccién son

llamados elementos de A, x € A. Un conjunto estd identificado por su funcion caracteristica

2(x) — {0, 1}
A
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1 sixeA
2(x) =
A 0 six¢A

Llamamos conjunto nulo, 0, al que no tiene elementos.

Los conjuntos difusos tienen como rango el intervalo [0,1] de su funcién caracteristica la cual es
llamada funcién de pertenencia. La definicién de conjunto difuso permite modelar expresiones

lingiiisticas como pequefio, muy grande, etc.

Definicion 2.1.4 Sea X el conjunto universal. Un conjunto difuso o borroso A en X estd

identificado por su funcion de pertenencia, [L(x) : X — [0, 1], que asocia a cada punto en
A

X un niimero real en el intervalo [0,1]. El Valor A(x) = u(x) es llamado grado de pertenencia

A
dexaA.[]l]]

Los conjuntos difusos son generalizaciones de los conjuntos cldsicos.

Operaciones sobre conjuntos borrosos

Sea X el universo de discurso y sean A y B dos subconjuntos borrosos con funciones de

pertenencia u(x) y u(x), respectivamente. Pueden definirse las siguientes operaciones:
A B

Unién: u (x) :max(A( ),,l;(x))

AUB
Interseccion: p (x) = min(u(x),u ( )
ANB A
Complemento: p(x) =(1 - /.L(x))
i A

Estas maneras de definir la interseccion y la unién constituyen una generalizacion de los
conjuntos clasicos, aunque éstas no son las tinicas generalizaciones. Existe una amplia clase de
funciones conocidas como t-normas y t-normas para la interseccion y la unién, respectivamente.
Dado que la intersecciéon y la unién no son operaciones unicas, contrario a los conjuntos
cldsicos, diferentes funciones pueden ser apropiadas para representar estas operaciones en

diferentes contextos.

14



Definicion 2.1.5 Una t-norma es una funcion « : [0,1] x [0,1] — [0,1] que satisface los
siguientes axiomas:

Limite condicional para la interseccion x(a,1) = a

Monotonia para la interseccion x(a,b) < x(c,d) sia<cyb<d

Conmutatividad para interseccion *(a,b) = *(b,a)

Asociatividad para la interseccion *(a,*(b,c)) = x(x(a,b),c)

Algunos ejemplos de las mds conocidas t-normas que sirven como una interpretacion

generalizada de la interseccion son:

1. Godel *(x,y) = min{x,y}
2. Producto *(x,y) = x.y
3. Lukasiewicz *(x,y) = max{0,x+y—1}

Definicion 2.1.6 Una t-conorma es una funcion U : [0,1] x [0,1] — [0, 1] que satisface los
siguientes axiomas:

Limite condicional para la union U(a,0) = a

Monotonia para la unién U(a,b) < (c,d)sia<cyb<d

Conmutatividad para union i(a,b) = U(b,a)

Asociatividad para la union (a, (b, c)) = U(U(a,b),c)

Ejemplos de las t-conormas mds conocidas que sirven como una interpretacion generalizada de

la unién son:

1. Godel U(x,y) = max{x,y}
2. Producto U(x,y) = (x+y—x.y)
3. Lukasiewicz L(x,y) = min{1,x+y}

Definicién 2.1.7 Una funcion =: [0,1]2 — [0,1] es el residuo de una t-norma * si cumple la

siguiente condicion:
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x(x,2) <ysiysolosiz < (= (x,y)) para todo x,y,z € [0,1]

El residuo de la t-norma de Godel es:

1 siysolosix<y
(x=y)= ,
y S1x>Yy

El residuo de la t-norma Producto es:

1 siysolosix<y
(x=y)= .
y/x six>y

El residuo de la t-norma de Lukasiewicz es:

1 siysolosix <y
(x=y) = _
l—x+4+y six>y

La t-norma, t-conorma y el residuo fueron definidas como operaciones entre conjuntos difusos.
En légica difusa estas operaciones son precisamente la conjuncidn, la disyuncién e implicacién

y a partir de ellas podemos definir las demds conectivas ldgicas.
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Capitulo 3

Teoria de la Evidencia

3.1. Introduccion

La teoria de la evidencia es una de las teorias mds generales para la representacién de
la incertidumbre y estd profundamente influenciada por las probabilidades. La teoria de la
evidencia comprende creencia, plausibilidad, necesidad, posibilidad y probabilidad y tiene
como punto central la credibilidad asignada a que un evento pueda ocurrir de acuerdo a la
experiencia y el punto de vista del individuo, contrario a la probabilidad cldsica que supone

valores de probabilidad a cualquier evento independientemente del observador. [9]

Como habiamos sefialado previamente, la incertidumbre, en términos generales, puede derivar
de una informacién incompleta e imprecisa; las caracteristicas propias de la realidad y la
deficiencia de los modelos. La teoria de la evidencia describe la incertidumbre en la evidencia

(informacién incompleta e imprecisa).

La teoria de la evidencia estd basada en dos medidas difusas: medidas de creencia y medidas de

plausibilidad o verosimilitud.

Definicion 3.1.1 Sea X el conjunto universal y % una familia de subconjuntos de X (una
0 — algebra), una medida difusa en un espacio medible (X, %) es una funcion y : 8 — [0, 1]

que cumple con las siguientes condiciones:

17



1o p@)=0yuXx)=1;
2. VA,B,€ # si A C Bentonces W(A) < u(B);

3. Para cualquier sucesion creciente o decreciente de sucesos en B, si:

(o]

U1 Ai € B, entonces lim p(A;) = u(| J Ai)

[—oo .
i=1

Definicion 3.1.2 Sea X un conjunto universal (finito) y &2 (X) el conjunto potencia, una medida

de creencia es una funcion Bel : & (X) — [0, 1] que cumple con las siguientes condiciones:
1. Bel(0) =0;
2. Bel(X)=1;

3. Bel(AjUA2U...UA,) > Y ;Bel(Aj) — ¥ ;<1 Bel(Aj N Ay)
+ o+ (=1)"1Bel(A;NAZN...NA,)

La condicién iii) es llamada superaditividad.

Para n=2 en la ecuacién anterior supongamos que A; = A y A, = A, entonces podemos derivar

la propiedad fundamental de las medidas de creencia:

BelA+ Bel(A) < 1 3.1)

VA € Z(X),Bel(A) es interpretada como el grado de creencia (basada en una evidencia

disponible) que un elemento dado de X pertenece al conjunto A.

Las medidas de creencia tienen como inverso las medidas de plausibilidad, definida por:
PI(A) = 1 — Bel(A) para todo A € 2 (X)

Definicion 3.1.3 Una medida de plausibilidad es una funcion Pl : 2 (X) — [0, 1] que cumple

con las siguientes condiciones:
1. PI(0)=0;
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2. PI(X)=1;

3. Pl(Al NAyN... ﬂAn) < ZjPl(Aj) —Zj<kPl<AjUAk)
o+ (=) PI(A | UAL U .. UA,)

La propiedad iii) es llamada subaditiva.

Para n=2 en la ecuacién anterior supongamos que A; = A y A> = A, entonces podemos derivar
la propiedad fundamental de las medidas de plausibilidad:

PIA+PI(A) > 1 (3.2)

Las medidas de creencia y de plausabilidad pueden ser caracterizadas por una funcién m :

P(X) —[0,1], tal que m(0) =0y

Y mA)=1 (3.3)

Ac 7 (X)
La funcién m es llamada funcién de asignacion bdasica de probabilidades. Para cada conjunto
A€ P(X), el valor m(A) expresa la proporcion a la cual toda evidencia relevante y disponible

soporta la hipétesis de que un particular elemento de X pertenece al conjunto A.

Aunque la ecuacién (3.3) tiene semejanza con las funciones de distribucién de probabilidad,
hay una diferencia fundamental entre ellas. Las funciones de distribucion de probabilidad estdn
definidas en X, mientras que las funciones de asignacion bésica de probabilidades son definidas

en el conjunto potencia de X, Z(X).

Las funciones de distribucién de probabilidad no son medidas difusas; sin embargo, dada una
asignacion m, una medida de creencia y una medida de plausibidad son determinadas para

cualquier conjunto A € Z(X) por las férmulas:

Bel(A)= ) m(B), (3.4)
B|BCA

PI(A)= ) m(B) (3.5)
B|ANB#0
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El procedimiento inverso también es posible. Dada una medida de creencia Bel, la
correspondiente asignacién bésica de probabilidad m es determinada para todo A € (X)) por

la férmula:

m(A) =Y (-1)"~BIBei(B) (3.6)
B|BCA

La relacion entre m(A) y Bel(A) expresada por (3.4) quiere decir que mientras m(A) caracteriza
el grado de evidencia o creencia que el elemento en cuestion pertenece al conjunto A (solo
a A), Bel(A) representa el total de evidencia o creencia que el elemento pertenece a A o
también a varios subconjuntos especiales de A. La medida de plausibidad PI(A) en (3.5) tiene
un significado diferente: representa no sélo la evidencia o creencia total que el elemento en
cuestion pertenece al conjunto A o a cualquier subconjunto de A, sino también la evidencia

adicional asociada con conjuntos que interceptan con A. Por tanto,

PI(A) > Bel(A) (3.7)

paratodo A € Z(X)

3.2. Teoria de las Posibilidades

La teoria de las posibilidades es una rama de las teorias de la evidencia dedicada al manejo de
informacion incompleta. En este sentido, complementa la teoria de las probabilidades la cual
también es una rama de la teoria de la evidencia. Aunque ambas teorias tienen una base comun

son totalmente distintas.

La teoria de las posibilidades puede ser formulada desde la teoria de la evidencia o en
términos de conjuntos difusos. En este dltimo caso necesitamos una funcién de distribucion
de posibilidades que es un conjunto difuso. En nuestro caso desarrollaremos la teoria de las

posibilidades desde la perspectiva de la teoria de la evidencia.

Definicion 3.2.1 Sea X un conjunto universal, & (X) el conjunto potencia de X y m la funcion

de asignacion bdsica de probabilidades. Para cada conjunto A € (X)) para la cual m(A) > 0
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es llamado un elemento focal de m.

Los elementos focales como su nombre lo indica son subconjuntos de X en la cual se concentra
la evidencia disponible. El par (%, m), donde .% y m denotan un conjunto de elementos focales
y la funcién de asignacion basica, respectivamente es llamado cuerpo de evidencia. La teoria de

las posibilidades requiere que los elementos focales estén anidados.

La teorfa de las posibilidades tiene las medidas de necesidad y posibilidad como contraparte
de las medidas de creencia y plausibilidad, respectivamente. Denotaremos las medidas de

necesidad por Nec y las medidas de posibilidad por Pos.

Definicion 3.2.2 Supongamos que Nec denota una medida difusa en un espacio medible

(X,AB). Entonces Nec es llamada una medida de necesidad si y solo si:

Nec(() Ax) = inf (Nec(Ax)) (3.8)
kek kek

para cualquier familia {Ay | k € K} en A tal que (\yexAr € A, donde K es un conjunto

arbitrario indexado.

Definicion 3.2.3 Supongamos que Pos denota una medida difusa en un espacio medible

(X,%). Entonces Pos es llamada una medida de posibilidad si y solo si:

Pos( U Ay) = sup(Pos(Ag)) 3.9
kek kek

para cualquier familia {Ay | k € K} en B tal que Upcx Ax € B, donde K es un conjunto

arbitrario indexado.

3.3. Teoria de las posibilidades versus teoria de las

probabilidades

La teoria de la evidencia nos ofrece un marco general bastante apropiado para comparar la teoria

de las probabilidades y la teoria de las posibilidades debido a que éstas son ramas especiales de
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la teoria de la evidencia.

La axiomatizacion de la teoria de las probabilidades provee una formalizacion consistente a
las diferentes conceptualizaciones de las probabilidades, permitiendo superar algunas de sus

limitaciones como por ejemplo la definicién de la probabilidad en conjuntos infinitos.
Uno de los axiomas en que se fundamenta la probabilidad es el de aditividad:

P(A| JB) =P(A)+P(B) (3.10)

Para todo conjunto A,B € #(X) talque ANB =10

Este axioma es mds fuerte que el axioma de superaditividad de las medidas de creencia. Esto
implica que las medidas de probabilidad son un caso especial de las medidas de creencia lo que

puede precisarse por el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1 Una medida de creencia Bel en un conjunto de potencia finito & (X) es una
medida de probabilidad si y solo si la funcion de asignacion bdsica de probabilidades asociada
m es dada por m({x}) = Bel({x}) y m(A) = 0 para cualquier subconjunto de X que no sea

unitario.

De acuerdo al teorema anterior, las medidas de probabilidad en conjuntos finitos son
representados por la funcién p : X — [0,1] tal que p(x) = m({x}) llamada funcién de

distribucién de probabilidad.

Cuando la funcién de asignacion bésica de probabilidades se concentra en conjuntos unitarios,
como es el caso de la teoria de las probabilidades (teorema anterior), las medidas de creencia y

plausibilidad de las ecuaciones (3.4) y (3.5) son iguales. Por tanto,

Bel(A) = PI(A) = ¥ yeam({x})

Paratodo A € Z(X)
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Utilizando la nocién de funcién de distribucion de probabilidad, esto puede escribirse como:

Bel(A) = PI(A) = Yyea p(x)

Esto significa que las medidas de creeencia y plausibilidad son iguales bajo el axioma de

aditividad de las medidas de probabilidad.

De acuerdo a las propiedades matemdticas que hemos visto, las medidas de posibilidad,
necesidad y probabilidad son independientes unas de otras, excepto cuando el elemento focal es
unitario. Esta es una diferencia importante: el cuerpo de evidencia de la teoria de la probabilidad

son conjuntos unitarios, mientas que en la teoria de la posibilidad son conjuntos anidados.

Las diferencias entre ambas teorias hacen que una modele mas adecuadamente ciertos tipos
de incertidumbre que la otra. La probabilidad es apropiada para formalizar incertidumbre en
situaciones donde la clase de frecuencias es conocida o donde la evidencia estd basada en
resultados de una serie suficientemente grande de experimentos aleatorios independientes. Por
otro lado, la teoria de las posibilidades es apropiada para formalizar informacién incompleta

expresada en términos de proposiciones difusas.

Hay muchas interpretaciones de la teoria de las posibilidades. Algunas interpretaciones
establecen una relacién entre la teoria de las posibilidades y la teoria de las probabilidades,
mientras que otras no establecen ninguna relacién. Independientemente de esto, estd bien
establecido que la teorfa de las posibilidades establece un vinculo entre la teoria de las

probabilidades y los conjuntos difusos [7].

Dos importantes interpretaciones de la teoria de las posibilidades es considerar la posibilidad
como similaridad y como comparacién [4]. En el primer caso la posibilidad refleja el grado
de similaridad entre x y un ideal x;, para los que el grado de posibilidad es 1. En otras
palabras, la posibilidad es la distancia entre x y x; definida en términos de atributos relevantes
de los elementos. La segunda interpretacion esta basada en un orden, <,,;, definido en Z(X).

VA,B € P (X),A <pos B significa que B es al menos tal posible como A.
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Cuando la informaciéon de algin fenomeno se expresa en medidas de probabilidad y de
posibilidad, entre ambas medidas debe existir cierta consistencia. Un evento que es probable

en cierto grado al menos es posible en el mismo grado. En términos formales:

P(A) < Pos(A) (3.11)

Paratodo A € Z(X)

Una condicién mds fuerte deberia requerir que un evento con probabilidad mayor que cero es

siempre posible.

P(A) > 0= Pos(A) = 1 (3.12)

Paratodo A € Z(X)
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Conclusion

La teoria de las probabilidades tiene un sin nimero de aplicaciones en la ciencia y en el plano
tedrico estd en el corazén de la fisica como expresé Edgeworth. La probabilidad desde la fisica
destroné el determinismo de la mecdnica cldsica y ahora las predicciones fisicas son hechas en

términos de probabilidades.

La probabilidad explica bastante bien los sistemas dindmicos aislados como un sistema
mecanico hamiltoniano, pues estos sistemas tienen propiedades ergddicas. Sin embargo, para
sistemas dindmicos complejos que reaccionan a variaciones de su entorno la probabilidad no

parace brindar una explicacién plausible, debido que éstos tienen propiedades no ergddicas.

También la teoria de las probabilidades ha sido criticada desde su base, la l6gica aristolélica,
pues ésta es una logica bivalente que estd en conflicto con la realidad donde todo es cuestion de

grado.

La 16gica difusa ha permitido el desarrollo de otros tipos de medidas distintas a la probabilidad
para representar la incertidumbre. Estas medidas son las medidas de creencia y las medidas
de plausibilidad que corresponden a la teoria de la evidencia. La teoria de la evidencia es un
marco mas general cuyos casos particulares son la teoria de las probabilidades y la teoria de las

posibilidades.

La probabilidad es apropiada para modelar la incertidumbre en situaciones donde la
clase de frecuencias es conocida o donde la evidencia estd basada en resultados de una
serie suficientemente grande de experimentos aleatorios independientes. La teoria de las

posibilidades, en cambio, es apropiada para modelar informacién incompleta expresada en
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términos de proposiciones difusas.
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